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Resumen

Introduccién. Conceptos generales. Métodos de solucién basados en el algebra matricial.
Técnicas para mejorar las soluciones.

1. Introduccion

Los sistemas de ecuaciones son herramientas imprescindibles en la practica de la Ingenieria. Se
utilizan para modelos diversos fenémenos fisicos que involucran una multitud de variables y que su
comportamiento implica una estrecha relacién entre ellas.

La solucién de circuitos a través de las Leyes de Kirchhoff, el andlisis estructural, la investigacion
de operaciones son solo unos pocos ejemplos de la importancia que reviste el uso de los sistemas de
ecuaciones.

2. Conceptos generales

La solucién de un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto n de valores que satisfacen si-
multaneamente a un grupo de ecuaciones. En la solucién de dicho sistema se presentan tres casos:
1. Que el sistema no tenga solucién finita. Se dice entonces que el sistema es incompatible.

2. Que el sistema tenga solucion finita tinica. En tal caso se dice que el sistema es compatible
determinado.

3. Que tenga mas de una solucién. El sistema es entonces compatible indeterminado.
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En este articulo se examinaran métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales compatibles
determinados que obedecen a la forma [1]:

anxry +apry  +ai3rz +... +apT, = by
171 +a2re +asxrs +... +aX, = b
az1ry  +azprs  +azzrz +... +azp X, = b3 (1)
ap1T1  Fap2T2  +0p373 Ao AT, = by

En forma matricial este sistema se representa como:

Az =D (2)
Donde: A es la matriz de coeficientes a;;:
ail a2 a3 ... Gin
az1 G2 a2z ... Q2qn
A= | a31 asz2 asz ... asp (3)
L @nl An2 Qan3 ... QApp |
Z es el vector compatible de incognitas:
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b es el vector compatible de términos independientes:
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3. Meétodos de solucion basados en el algebra matricial

La técnica fundamental para encontrar la soluciéon de un sistema de ecuaciones es el de la elimina-
cton; dicho proceso consiste en transformar el sistema original en sistemas equivalentes aplicando
las tres operaciones fundamentales sobre las ecuaciones del sistema que son:

1. Intercambiar dos ecuaciones del sistema

2. Multiplicar una ecuacién del sistema por un escalar diferente de cero
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3. Multiplicar una ecuacion del sistema por un escalar diferente de cero y sumar el resultado a
otra ecuacién del sistema.

Con base en estas tres operaciones fundamentales se definen varios métodos de solucién. Cabe
indicar que en el desarrollo de estos métodos y en la préactica de las operaciones se utilizan diversos
recursos del algebra matricial, entre ellos el uso de la matriz ampliada o la trasnformacién hacia la
matriz identidad. En este trabaja se muestran tnicamente los planteamientos de los métodos sin
ahondar en las técnicas que se prefieran en su solucién.

Método de Gauss

A través de las operaciones fundamentales aplicadas a la matriz de coeficientes A y al vector de
términos independientes b (para mantener la igualdad en las ecuaciones), se convierte a la matriz
A en una matriz tiangular superior donde la diagonal principal la constituyen ntmeros 1. Esta
transformacion implica que en la ecuacién n aparezca una séla incégnita, dos en la ecuaciéon n — 1,
tres en la n — 2 y asi consecutivamente para después realizar una sustituciéon hacia atras [1].

Sea el sistema de ecuaciones lineales AZ = b, donde la matriz de coerficientes A corresponde a la
forma de la matriz 3 y el vector de términos independientes b corresponde al vector 5, la matriz
ampliada del sistema es:

ail a2 @13 ... aip | b
asi az a3 ... ag, | b
A= | a1 asx asz ... as, | b3 (6)
| Gnl Gn2 Aap3 ... Gnp | bn i

Por medio de las operaciones fundamentales debe transformarse en una matriz ampliada triangular
superior de la forma:

I PR P
1 aby .. aén | :2
000 0 .. 1 | O]

donde los valores a;j y b, son los coeficientes modificados por la aplicacién de las operaciones
fundamentales.

Este procedimiento se logra tomando cada uno de los elementos de la diagonal principal de la
matriz A original, al cual se le denomina pivote y después normalizando la ecuacién con dicho valor.
Posteriormente, a través de las operaciones fundamentales, se hace la eliminacion de los elementos
inferiores de la columna correspondiente al pivote.

Una vez realizada la transformaciéon se realiza la sustitucién hacia atras obteniéndose el valor de
cada una de las incégnitas.
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Método de Gauss-Jordan

Es una ampliacién del método de Gauss con la diferencia que la matriz de coeficientes A se trasforma
en la matriz identidad de tal forma que se conserva una tnica incégnita por ecuacién eliminando la
susticién hacia atras.

Sea el sistema de ecuaciones lineales AZ = b, donde la matriz de coerficientes A corresponde a la
forma de la matriz 3 y el vector de términos independientes b corresponde al vector 5 y la matriz
ampliada corresponde al arreglo 6, por medio de las operaciones fundamentales debe trasnformarse
en la matriz identidad de la forma:

(1.0 0 .. 0 | b ]

1 0 .. 0| b
A=10 0 1 .. 0 | b (8)

(00 0 .. 1 | b,

donde los valores b son los coeficientes modificados por la aplicacién de las operaciones fundamenta-
les. De nuevo, el procedimento utilizado es la eleccién del pivote, la normalizacion de las ecuaciones
y la eliminacién de los elementos superiores e inferiores de la columna del pivote correspondiente.

Método de la matriz inversa

Es, en esencia, una analogia del método de Gauss-Jordan.

Sea el sistema de ecuaciones lineales AZ = b, donde la matriz de coerficientes A corresponde a la
forma de la matriz 3 y el vector de términos independientes b corresponde al vector 5 y donde A~!
es la matriz inversa de A, se cumple que:

T=A"1b (9)

4. Meétodos para mejorar las soluciones

En los métodos de Gauss y Gauss-Jordan que se basan en el pivoteo pueden enfrentarse a cier-
tas dificultades cuando ecuaciones (en consecuencia dos renglones de la matriz ampliada) son muy
parecidos o, en el peor de los casos, idénticos. Durante la aplicacién de las operaciones fundamen-
tales uno de estos renglones se volverd cero, es decir, se eliminara. Esto implica que el niimero de
ecuaciones es n — 1 el nimero de incognitas y en consecuencia se trata de un sistema compatible
indeterminado.

Esta situacién es detectada por el dlgebra matricial ya que el determinante de la matriz A serd cero;
la matriz A se denominard entonces matriz singular. No es posible eliminar la situacion reltiva a la
matriz singular cuando el sistema emana de ua situacién tal.

Por otra parte, es imposible realizar la normalizacién utilizando al elemento ubicado en la diagonal
principal cuando este es cero. Una manera de librar este obstdculo es intercambiar renglones para
retirar de la diagonal principal elementos de valor cero. Sin embargo, en ocasiones los pivotes tienen
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valores pequenos comparados al resto de los coeficientes del mismo renglén o bien, tiende a cero.
Esta situacion provocard errores de redondeo al efectuar la normalizacién.

Una opcién para minimizar los efectos de esta situacién es utilizar mas cifras significativas en las
cantidades durante los cédlculos. Adicionalmente, es muy pertinente antes de realizar la normali-
zacién, ubicar el elemento de mayor valor disponible en la columna a la que pertence el elemento
pivote; los renglones se pueden intercambiar de tal forma que dicho elemento sea el elemento pivote
[2]. A esta accién se le denomina pivoteo parcial. En cambio, si se realiza un procedimiento tal que
tanto como en las columnas como en los renglones se ubica el elemento mayor en la diagonal prin-
cipal, esto se conoce como pivoteo total. Resulta obvio establecer que la realizacién de los pivoteos
parcial o total estdn sujetos a la estructura del sistema de ecuaciones [3].

Como se constatard en futuras definiciones, la relacién entre los valores de los elementos pivote y
el resto de los coeficientes que comparten el mismo renglén es determinante de la convergencia en
métodos iterativos para solucién de sistemas de ecuaciones. De hecho, a la prominencia en valor
absoluto del elemento pivote sobre el resto de coeficientes de un mismo renglén se le denomina
criterio de la diagonal pesada y se conforma de dos condiciones para obtener la solucion buscada:

5. Criterio de convergencia

El método de Jacobi es susceptible de los efectos del pivoteo. En consecuencia, su criterio de con-
vergencia lo conforman los criterios de la diagonal pesada, mismo que posee dos condiciones:

1. Condicién necesaria: Es condicién necesaria que el elemento ubicado en la diagonal principal
de cada ecuacién sea mayor en valor absoluto que el resto de los elementos de la misma
ecuacion.

|aii| > |ai] (10)

2. Condicion suficiente: Es condicién suficiente que el elemento ubicado en la diagonal principal
de cada ecuacion sea mayor en valor absoluto que la suma del resto de los elementos de la

misma ecuacion.
Jazil > > |ai] (11)

En la medida que los elementos pivotes, que conforman la diagonal principal de la matriz A sea
mds pesada, mayor sera la velocidad de convergencia de la solucién iterativa.

6. Conclusiones

Los métodos anteriores suelen ser poco 6ptimos cuando el sistema corresponde a un orden superior
a tres, si la solucién se hace en forma manual; la situacién es similar cuando se disenan los respec-
tivos algortimos, principalmente por considerar la eleccion del pivote, la normalizacién y las tres
operaciones fundamentales [4]. Adicionalmente, como se profundizard posteriormente, el valor del
pivote es el factor determinante en la produccién y propagacion de errores.

El Anélisis numérico proporciona herramientas que hacen de estos procesos herramientas maés efec-
tivas, ya sea como versiones alternas a los métodos basados en el algebra matricial (Descomposicién
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LU) o como métodos iterativos (Métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel) con sus correspondientes
criterios de convergencia.
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